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Анотацiї

Лисойван Антон Володимирович. Умова повертайностi для лi-

нiйної системи другого порядку з одним нульовим власним зна-

ченням. У роботi дослiджено задачу забезпечення повернення лiнiйної

системи другого порядку з одним нульовим власним значенням у нульовий

стан. Наведено умову повертайностi такої системи. Розiбранi керування з

рiзною кiлькiстю точок перемикання. Наведенi приклади, що проiлюстро-

ванi графiками. Також наведений код для чисельного визначення точок

перемикання та побудови графiка системи.

Ключовi слова: керованiсть, умова повертайностi, лiнiйна система, ну-

льове власне значення.

Lysojvan Anton Volodymyrovych. Returnability condition for

a second-order linear system with one zero eigenvalue. This thesis

investigates the problem of ensuring the return of a second-order linear system

with one zero eigenvalue to the zero state. The return condition for such a

system is considered. Controls with different numbers of switching points are

analyzed. Examples are given, illustrated with graphs. Code is also provided

for numerical determination of switching points and construction of a graph

of the system.

Keywords: controllability, return condirion, linear system, zero eigen-

value.
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Вступ

Керованiсть лiнiйних систем з обмеженнями на керування є одним iз пи-

тань, якi є в центрi уваги сучасних математикiв. Актуальнiсть цього питан-

ня пов’язана з тим, що одним iз методiв дослiдження нелiнiйних керованих

систем є їх вiдображення на системи бiльш простого вигляду, зокрема, на

лiнiйнi, якi мають вигляд

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢(𝑡). (0.1)

Для дослiдження задачi попадання в точку, яка не є точкою спокою

такої системи, за довiльних обмежень на керування, в роботi [1] введено

умову повертайностi на вiдрiзку, яка вiдрiзняється вiд умови повертайностi

за час 𝑇 , яку було розглянуто ранiше. Деякi пiдкласи систем розглядалися

ранiше в роботах [2], [3], в яких, зокрема, наведено низку прикладiв iз

перевiрки та застосування умови повертайностi.

У цiй роботi розглядається лiнiйна система другого порядку в загально-

му виглядi. Оскiльки поведiнка розв’язкiв системи залежить вiд власних

значень матрицi системи, то рiзнi випадки маємо розглядати окремо. У цiй

роботi дослiджуємо виконання умови повертайностi для системи, матри-

ця якої має одне нульове власне значення. Для неї сформульована умова

повертайностi початку координат за допомогою кусково-сталих керувань,

наведенi формули для знаходження точок розриву вiдповiдного керуван-

ня. Розiбранi випадки з рiзною кiлькiстю точок перемикання керування.

Робота є продовженням роботи [3], в якiй було розглянуто лiнiйну систему

другого порядку, матриця якої має рiзнi ненульовi дiйснi власнi значення.
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Роздiл 1

Основнi поняття

1.1. Означення

Ця робота ґрунтується на результатах роботи [1]. Наведемо деякi з них,

якi будемо використовувати надалi.

Розглянемо лiнiйну систему

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝜙(𝑢), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ R𝑟, (1.1)

де 𝐴 — матриця, а 𝜙(𝑢) — неперервна 𝑛-вимiрна вектор-функцiя.

Нехай 𝑆(𝑇 ) – множина 0-керованостi системи (1.1) за час 𝑇 > 0. Це

означає, що для довiльної 𝑥0 ∈ 𝑆(𝑇 ) iснує допустиме керування 𝑢 = 𝑢(𝑡),

яке переводить 𝑥0 до нуля за час 𝑇 в силу (1.1).

Вiдомо, що множину 𝑆(𝑇 ) можна подати у виглядi

𝑆(𝑇 ) =
{︁
𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑥0 = −

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝜙(𝑢(𝜏)) 𝑑𝜏, 𝑢 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
}︁
.

Означення 1.1 ( [1]). Кажуть, що система (1.1) є 0-керованою, якщо

0 ∈ int𝑆, де 𝑆 =
⋃︁
𝑇>0

𝑆(𝑇 ) — множина 0-керованостi системи (1.1) за довiль-

ний час. Зокрема, це означає, що з початку координат можна потрапити до

початку координат пiд дiєю допустимого керування за траєкторiєю систе-

ми (1.1). Iншими словами, iснує допустиме керування та вiдповiдна йому

траєкторiя, яка починається в 0 при 𝑡 = 0 i закiнчується в 0 при 𝑡 = 𝑇 .

Якщо 0 ∈ int𝑆(𝑇 ), то кажуть, що початок координат може бути по-
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вернуто в силу системи (1.1) за час 𝑇 . Iншими словами, для системи (1.1)

виконується умова повертайностi за час 𝑇 .

Означення 1.2 ( [1]). Кажуть, що для системи (1.1) виконується умова

повертайностi на вiдрiзку 𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 * + 𝑎] (𝑎 > 0, 𝑇 * ≥ 0), якщо для

довiльного часу 𝑇 ∈ 𝐼 iснує допустиме керування 𝑢𝑇 (𝑡), для якого розв’язок

𝑥(𝑡) наступної задачi Кошi

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝜙(𝑢𝑇 (𝑡)), 𝑥(0) = 0,

задовольняє умову 𝑥(𝑇 ) = 0.

Умова повертайностi на вiдрiзку 𝐼 означає, що для будь-якого 𝑇 ∈ 𝐼

iснує керування 𝑢𝑇 (𝑡) ∈ Ω, задане на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], для якої∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝜙(𝑢𝑇 (𝜏)) 𝑑𝜏 = 0,

тобто початок координат може бути повернуто в силу системи (1.1) за до-

вiльний час 𝑇 з вiдрiзку 𝐼.

Використавши формулу Кошi для розв’язку задачi Кошi для лiнiйної

системи

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢𝑇 (𝑡), 𝑥(0) = 0, (1.2)

отримаємо, що умова повертайностi на вiдрiзку означає, що для будь-якого

𝑇 ∈ 𝐼 iснує керування 𝑢𝑇 (𝑡) ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], для якої∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝑡𝑏 𝑢𝑇 (𝑡) 𝑑𝑡 = 0. (1.3)

Лема 1.3 ( [1]). Розглянемо систему (1.1) i припустимо, що для неї

справджується умова повертайностi на 𝐼. Тодi початок координат можна

повернути в силу цiєї системи за будь-який час 𝑇 ≥ 𝑇𝐼 .

Наслiдок 1.4. Розглянемо систему (1.1) i припустимо, що для неї
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справджується умова повертайностi на [0, 𝑎], де число 𝑎 > 0. Тодi поча-

ток координат можна повернути за будь-який час 𝑇 ≥ 0.

Зв’язок мiж 0-керованiстю системи та умовою повертайностi на вiдрiзку

встановлює теорема — критерiй 0-керованостi системи (1.1).

Теорема 1.5 ( [1]). Система (1.1) є 0-керованою тодi i тiльки тодi, коли

виконуються умови:

1. умова повертайностi виконується на деякому вiдрiзку 𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 *+𝑎],

де 𝑎 > 0 i 𝑇 * ≥ 0;

2. для матрицi 𝐴* не iснує власного вектора 𝑣, який би вiдповiдав дiй-

сному власному значенню i був таким, що (𝑣, 𝜙(𝑢)) ≥ 0 для довiльних

𝑢 ∈ Ω;

3. для матрицi 𝐴* не iснує власного вектора 𝑣 = 𝑤1 + 𝑖𝑤2, який би вiд-

повiдав недiйсному власному значенню i був таким, що (𝑤1, 𝜙(𝑢)) =

(𝑤2, 𝜙(𝑢)) = 0 для довiльних 𝑢 ∈ Ω.



Роздiл 2

Теоретична частина

2.1. Умова повертайностi для довiльних лiнiйних

систем другого порядку, матриця яких має дiй-

снi власнi значення, одне з яких нуль

Розглянемо довiльну лiнiйну систему другого порядку⎧⎪⎨⎪⎩�̇�1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑏1𝑢,

�̇�2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑏2𝑢, |𝑢| ≤ 𝑐, 𝑐 > 0.

(2.1)

Отримаємо умову повертайностi початку координат в силу цiєї системи

з кусково-сталими керуваннями. Тут

𝐴 =

⎛⎝𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⎞⎠ , 𝑏 =

⎛⎝𝑏1

𝑏2

⎞⎠ .

Власнi значення матрицi 𝐴 мають вигляд

𝜆1 =
𝑎11 + 𝑎22 −

√
𝐷

2
, 𝜆2 =

𝑎11 + 𝑎22 +
√
𝐷

2
, 𝐷 = (𝑎11 − 𝑎22)

2 + 4𝑎12𝑎21.

Матрична експонента 𝑒𝐴𝑡 залежить вiд власних значень матрицi. Якщо

𝐷 < 0, то матриця системи має комплекснi власнi значення. Якщо 𝐷 =

0, то матриця системи має дiйснi рiвнi власнi значення. Якщо 𝐷 > 0, то

матриця системи має дiйснi рiзнi власнi значення. Розглядаємо випадок,

коли матриця системи має дiйснi власнi значення, одне з яких дорiвнює 0,

8



9

тобто 𝐷 ≥ 0 та 𝜆1 = 0.

Iнтерполяцiйний полiном Лагранжа-Сильвестра знайдемо iз рiвняння⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟(𝜆) 1 𝑒𝜆2𝑡

1 1 1

𝜆 0 𝜆2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0.

Отже,

𝑟(𝜆) * 𝜆2 − (𝜆2 − 𝜆)− 𝑒𝜆2𝑡𝜆 = 0

i матрична експонента має вигляд

𝑟(𝜆) = 𝑒𝐴𝑡 =
(𝜆2𝐸 − 𝐴) + 𝑒𝜆2𝑡𝐴√

𝐷
=

⎛⎝𝑛11 −𝑚11𝑒
𝜆2𝑡 𝑛12 −𝑚12𝑒

𝜆2𝑡

𝑛21 −𝑚21𝑒
𝜆2𝑡 𝑛22 −𝑚22𝑒

𝜆2𝑡

⎞⎠ ,

де

𝑛𝑖𝑗 =
𝑎11 + 𝑎22 +

√
𝐷

2
√
𝐷

− 𝑎𝑖𝑗 = 1− 𝑎𝑖𝑗, 𝑚𝑖𝑗 =
𝑎11 + 𝑎22 −

√
𝐷

2
√
𝐷

− 𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗,

𝑖, 𝑗 = 1, 2. Тодi 𝑒−𝐴𝑡𝑏 знаходимо так:

𝑒−𝐴𝑡𝑏 =

⎛⎝(𝑛11 −𝑚11𝑒
−𝜆2𝑡)𝑏1 + (𝑛12 −𝑚12𝑒

−𝜆2𝑡)𝑏2

(𝑛21 −𝑚21𝑒
−𝜆2𝑡)𝑏1 + (𝑛22 −𝑚22𝑒

−𝜆2𝑡)𝑏2

⎞⎠ .

2.1.1. Керування з одним перемиканням

Нехай керування 𝑢(𝑡) є кусково-сталим i має одну точку перемикання

𝑡1. Таке керування має вигляд

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑐, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1),

𝑐, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑇 ],

0 < 𝑡1 < 𝑇, 𝑐 ̸= 0. (2.2)
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Пiдставимо це керування (2.2) в умову повертайностi (1.3):∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝑡𝑏 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑡1

0

𝑒−𝐴𝑡𝑏 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

𝑡1

𝑒−𝐴𝑡𝑏 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2,

де

𝐼1 = −𝑐

∫︁ 𝑡1

0

⎛⎝𝑛11 −𝑚11𝑒
−𝜆2𝑡 𝑛12 −𝑚12𝑒

−𝜆2𝑡

𝑛21 −𝑚21𝑒
−𝜆2𝑡 𝑛22 −𝑚22𝑒

−𝜆2𝑡

⎞⎠⎛⎝𝑏1

𝑏2

⎞⎠ 𝑑𝑡

= −𝑐 𝑏1

∫︁ 𝑡1

0

⎛⎜⎝𝑛11

𝑛21

⎞⎟⎠ 𝑑𝑡+ 𝑐 𝑏1

∫︁ 𝑡1

0

⎛⎜⎝𝑚11𝑒
−𝜆2𝑡

𝑚21𝑒
−𝜆2𝑡

⎞⎟⎠ 𝑑𝑡

−𝑐 𝑏2

∫︁ 𝑡1

0

⎛⎜⎝𝑛12

𝑛22

⎞⎟⎠ 𝑑𝑡+ 𝑏2

∫︁ 𝑡1

0

⎛⎜⎝𝑚12𝑒
−𝜆2𝑡

𝑚22𝑒
−𝜆2𝑡

⎞⎟⎠ 𝑑𝑡 =

= 𝑐𝑏1𝑡1

⎛⎝−𝑛11

−𝑛21

⎞⎠− 𝑐𝑏1
𝜆2

⎛⎝𝑚11

(︀
𝑒−𝜆2𝑡1 − 1

)︀
𝑚21

(︀
𝑒−𝜆2𝑡1 − 1

)︀
⎞⎠

+𝑐𝑏2𝑡1

⎛⎝−𝑛12

−𝑛22

⎞⎠− 𝑐𝑏2
𝜆2

⎛⎝𝑚12

(︀
𝑒−𝜆2𝑡1 − 1

)︀
𝑚22

(︀
𝑒−𝜆2𝑡1 − 1

)︀
⎞⎠ = 0.

Аналогiчно,

𝐼2 =

∫︁ 𝑇

𝑡1

𝑒−𝐴𝑡 𝑏 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

= 𝑐

∫︁ 𝑇

𝑡1

(︁
(𝑛11 −𝑚11𝑒

−𝜆2𝑡)𝑏1 + (𝑛12 −𝑚12𝑒
−𝜆2𝑡)𝑏2

)︁
𝑑𝑡

= 𝑐𝑏1(𝑇 − 𝑡1)

⎛⎝𝑛11

𝑛21

⎞⎠− 𝑐𝑏1
𝜆2

⎛⎝𝑚11(𝑒
−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 )

𝑚21(𝑒
−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 )

⎞⎠
+ 𝑐𝑏2(𝑇 − 𝑡1)

⎛⎝𝑛12

𝑛22

⎞⎠− 𝑐𝑏2
𝜆2

⎛⎝𝑚12(𝑒
−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 )

𝑚22(𝑒
−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 )

⎞⎠ = 0.
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Тодi

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝑡𝑏 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2 = 𝑐 𝑏1(𝑇 − 2𝑡1)

⎛⎜⎝𝑛11

𝑛21

⎞⎟⎠
−𝑐 𝑏1

𝜆2

⎛⎜⎝𝑚11

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
𝑚21

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
⎞⎟⎠

+𝑐 𝑏2(𝑇 − 2𝑡1)

⎛⎜⎝𝑛12

𝑛22

⎞⎟⎠
−𝑐 𝑏2

𝜆2

⎛⎜⎝𝑚12

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
𝑚22

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
⎞⎟⎠ = 0.

Оскiльки 𝑐 ̸= 0, то на нього можна скоротити i отримати систему для

визначення 𝑡1 для заданого 𝑇 . Розв’язок цiєї системи

𝑡1 = 𝑇 = 0.

Таким чином, отримали, що для такої системи i для керувань (2.2) умова

повертайностi початку координат не виконана.

2.1.2. Керування з двома перемиканнями

Перейдемо до керувань з двома точками перемикання:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− 𝑐, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1) ∪ [𝑡2, 𝑇 ],

𝑐, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2),

0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑇. (2.3)

У цьому випадку для заданого значення 𝑇 одержимо таку систему для

знаходження 𝑡1 i 𝑡2:
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𝑐𝑏1(−𝑇 + 𝑡2 − 𝑡1)

⎛⎝𝑛11

𝑛21

⎞⎠− 𝑐𝑏1
𝜆2

⎛⎝𝑚11

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 2𝑒−𝜆2𝑡2 + 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
𝑚21

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 2𝑒−𝜆2𝑡2 + 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
⎞⎠

+ 𝑐𝑏2(𝑡2 − 𝑡1)

⎛⎝𝑛12

𝑛22

⎞⎠− 𝑐𝑏2
𝜆2

⎛⎝𝑚12

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 2𝑒−𝜆2𝑡2 + 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
𝑚22

(︀
2𝑒−𝜆2𝑡1 − 2𝑒−𝜆2𝑡2 + 𝑒−𝜆2𝑇 − 1

)︀
⎞⎠ = 0.

При 𝜆2 = 0 розрахунки аналогiчнi, отримується система:

𝑐𝑏1
𝜆1

⎛⎝𝑛11

(︀
2𝑒−𝜆1𝑡1 − 2𝑒−𝜆1𝑡2 + 𝑒−𝜆1𝑇 − 1

)︀
𝑛21

(︀
2𝑒−𝜆1𝑡1 − 2𝑒−𝜆1𝑡2 + 𝑒−𝜆1𝑇 − 1

)︀
⎞⎠− 𝑐𝑏1(−𝑇 + 𝑡2 − 𝑡1)

⎛⎝𝑚11

𝑚21

⎞⎠
+

𝑐𝑏2
𝜆1

⎛⎝𝑛12

(︀
2𝑒−𝜆1𝑡1 − 2𝑒−𝜆1𝑡2 + 𝑒−𝜆1𝑇 − 1

)︀
𝑛22

(︀
2𝑒−𝜆1𝑡1 − 2𝑒−𝜆1𝑡2 + 𝑒−𝜆1𝑇 − 1

)︀
⎞⎠− 𝑐𝑏2(𝑡2 − 𝑡1)

⎛⎝𝑚12

𝑚22

⎞⎠ = 0.

Зазначимо, що в першому випадку 𝜆2 > 0, система не є стiйкою.

У другому 𝜆1 < 0, система стiйка, а моменти перемикання керування

можна знайти чисельно, наприклад, за допомогою коду в Python.



Роздiл 3

Практична частина

3.1. Опис середовища програмування

Мова Python є дуже зручною для проведення математичних операцiй,

завдяки вже написаним бiблiотекам та солверам, рiзноманiття яких по-

стiйно збiльшується. Вони дозволяють вирiшувати стандартнi рiвняння та

будувати графiки. Недолiком є дещо низька швидкiсть.

3.2. Приклад системи

Розглянемо лiнiйну систему другого порядку:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑢,

�̇�2 = −3𝑥1 − 3𝑥2, |𝑢| ≤ 1.

𝑇 = 5

(3.1)

Визначимо матрицю та вектор 𝑏

𝐴 =

⎛⎝ 2 2

−3 −3

⎞⎠ , 𝑏 =

⎛⎝1

0

⎞⎠ .

13
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Умова Калмана

Обчислимо

𝐴𝑏 =

⎛⎝ 2 2

−3 −3

⎞⎠⎛⎝1

0

⎞⎠ =

⎛⎝ 2

−3

⎞⎠ .

Матриця Калмана 𝒞 = [ 𝑏 𝐴𝑏 ] набуває вигляду

𝒞 =

⎛⎝1 2

0 −3

⎞⎠ ,

а її визначник det 𝒞 = −3 − 0 = −3 ̸= 0. Отже rank 𝒞 = 2 — система

керована.

Власнi значення

𝐷 = (2 + 3)2 + 4 * 2 * (−3) = 1

𝜆1 = (−1− 1)/2 = −1

𝜆2 = (−1 + 1)/2 = 0

3.3. Синтез керування

Шукаємо керування з двома перемиканнями, за формулою (2.3). У про-

грамi 𝑡1 та 𝑡2 знаходяться чисельно, перебираються значення та вибираю-

ться такi, у яких найменша нев’язка. Результат:

𝑡1 = 1.88574255

𝑡2 = 4.38574255
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Графiки 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡):

Рис. 3.1

Аналогiчно для 𝑇 = 3:

𝑡1 = 1.0082661

𝑡2 = 2.5082661

Графiки 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡):

Рис. 3.2



Висновки

У роботi вивчено задачу повертайностi початку координат в силу до-

вiльних лiнiйних систем другого порядку, матриця яких має одне нульове

власне значення, з керуваннями, якi мають рiзну кiлькiсть точок пере-

микання. Показано, що керування з одним перемиканням не забезпечує

повертайнiсть початку координат в силу такої системи. Для керування з

двома перемиканнями отримано систему для знаходження моментiв пере-

микання. Продемонстровано застосування на прикладi, проведено чисель-

ну симуляцiю, надано графiки координат системи.

Зазначимо також, що деякi питання залишились вiдкритими та ма-

ють бути дослiдженi додатково. Зокрема, питання iснування та єдиностi

розв’язкiв системи для знаходження моментiв перемикання керування.
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Додаток

Код для чисельного знаходження перемикань

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import solve_ivp

A = np.array([[2.0,2.0],[-3.0,-3.0]])

b = np.array([1.0,0.0])

c = 1.0

T = 5.0

t1, t2 = 1.88574255, 4.38574255

x0 = np.array([0., 0.])

def integrate_segment(u, t_start, t_end, x_init, n_points):

ts = np.linspace(t_start, t_end, n_points)

sol = solve_ivp(lambda t,x: A.dot(x) + b*u,

[t_start, t_end], x_init,

t_eval=ts,

method=’DOP853’, # високий порядок

rtol=1e-9, atol=1e-12) # жорсткi допуски

return sol.t, sol.y

# 1-й сегмент u=+c

t1_seg, y1 = integrate_segment(+c, 0, t1, x0, 100)

18
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# 2-й сегмент u=-c

t2_seg, y2 = integrate_segment(-c, t1, t2, y1[:,-1], 200)

# 3-й сегмент u=+c

t3_seg, y3 = integrate_segment(+c, t2, T, y2[:,-1], 300)

# зшиваємо

ts_full = np.hstack([t1_seg, t2_seg, t3_seg])

x_full = np.hstack([y1, y2, y3])

# друкуємо фiнальний стан

xT = x_full[:, -1]

print(f"[Жорстке iнтегрування] x(T) = [{xT[0]:.6e}, {xT[1]:.6e}]")

# будуємо графiк

plt.figure(figsize=(8,5))

plt.plot(ts_full, x_full[0], label=’$x_1(t)$’)

plt.plot(ts_full, x_full[1], label=’$x_2(t)$’)

plt.axvline(t1, color=’k’, linestyle=’--’, label=’$t_1$’)

plt.axvline(t2, color=’k’, linestyle=’-.’, label=’$t_2$’)

plt.xlabel(’Час $t$’)

plt.ylabel(’Компоненти стану’)

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

Код для побудови графiка

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
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from scipy.integrate import solve_ivp

A = np.array([[2.0,2.0],[-3.0,-3.0]])

b = np.array([1.0,0.0])

c = 1.0

T = 5.0

t1, t2 = 1.88574255, 4.38574255

x0 = np.array([0., 0.])

def integrate_segment(u, t_start, t_end, x_init, n_points):

ts = np.linspace(t_start, t_end, n_points)

sol = solve_ivp(lambda t,x: A.dot(x) + b*u,

[t_start, t_end], x_init,

t_eval=ts,

method=’DOP853’, # високий порядок

rtol=1e-9, atol=1e-12) # жорсткi допуски

return sol.t, sol.y

# 1-й сегмент u=+c

t1_seg, y1 = integrate_segment(+c, 0, t1, x0, 100)

# 2-й сегмент u=-c

t2_seg, y2 = integrate_segment(-c, t1, t2, y1[:,-1], 200)

# 3-й сегмент u=+c

t3_seg, y3 = integrate_segment(+c, t2, T, y2[:,-1], 300)

# зшиваємо

ts_full = np.hstack([t1_seg, t2_seg, t3_seg])
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x_full = np.hstack([y1, y2, y3])

# друкуємо фiнальний стан

xT = x_full[:, -1]

print(f"[Жорстке iнтегрування] x(T) = [{xT[0]:.6e}, {xT[1]:.6e}]")

# будуємо графiк

plt.figure(figsize=(8,5))

plt.plot(ts_full, x_full[0], label=’$x_1(t)$’)

plt.plot(ts_full, x_full[1], label=’$x_2(t)$’)

plt.axvline(t1, color=’k’, linestyle=’--’, label=’$t_1$’)

plt.axvline(t2, color=’k’, linestyle=’-.’, label=’$t_2$’)

plt.xlabel(’Час $t$’)

plt.ylabel(’Компоненти стану’)

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()
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